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混合電解質水溶液のPitzer式 ( その 2 ) 
一多成分系水溶液の過剰ギブスエネルギーと浸透係数

Pitzer Equation for Aqueous Solution of M ixed Electrolytes (II) : 
Energy and Osmotic Coefficient for Multicomponent Solution 

、i 江 靖 弘* 
SHIBUE Yasuhiro 

Excess Gibbs 

Pitzer達 (Pitzer and Kim, 1974, J. Am. Chem. Soc., 96, 5701 5707; Pitzer, 1979, Theory: ion interaction approach. In: 

Pytkowicz, R. M , (ed ) Activity Coefficients in Electrolyte Solutions. CRC Press, Florida, 157 208; Pitzer, K. S., 1995: 

Thermodynamics. 626p., McGraw-Hill, New York) が示した混合電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーと浸透係数の計算

式を導いた。 その際に計算式を求める過程を詳し く示した。 
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1 . はじめに
Pitzer and Kim (1974) , Pitzer (1979) および Pitzer 

(1995) は Pitzer式を用いて混合電解質水溶液の過剰ギブ
スエネルギー, 水の浸透係数, イ オンの平均活量係数を

与えた。 Pitzer 達は最終的に求められた計算式を与えて
はいるが, 計算式を導いてはいない。 そこで , 本報告は
四成分系以上の多成分系電解質水溶液について過剰ギブ

スエネルギーと浸透係数を導く 。 本報告で得られた結果

は, これまでの報告と同じ結果になるので , 新しい理論
式を提案しているものではない。 むし ろ , 紙数の関係で

Pitzer式を用いる論文が省略してきた計算式が得られる
過程を明示するこ と を目的とする。 止江 (2016) が示し
た三成分系混合電解質水溶液における取り扱いを四成分

系以上の混合電解質水溶液に拡張することは容易である。 

三成分系とほぼ同じ手順で過剰ギブスエネルギーや浸透

係数を与える式を求めるこ とができる。 同 じよう な式の

繰り返しになる部分が多 く冗長になるが, 以下にこれら
を与える式を求めてい く 。

計算式は本文中の該当箇所に挿入するべきであるが, 
印刷の都合で数式をひとまとめにして表にして示すこ と

にする。 

2 . 四成分系以上の多成分系混合電解質水溶液
2.1 水溶液の過剰ギブスエネルギー
水に電荷数が z ' のイ オン z が溶解している水溶液を

考える。 水溶液中でのイオン , の物質量 (モル) を n, , 
質量モル濃度をm, , 活量係数をγ,, 水のモル質量をMw, 

水の活量を awと表す。 そ して , 水の化学ポテ ンシャル
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Gibbs energy, osmotic coefficient 

をｵw, 標準状態におけ る水の化学ポテ ンシ ャルをｵw と表

し , 標準状態を通例どおり任意の温度 ・ 圧力条件におい
て溶質が無限希釈状態にある時とおく 。 したがって, 標
準状態における水の熱力学的性質は純水の熱力学的性質

と同じである。

浸透係数 , 混合ギブスエネルギー, 過剰ギブスエネル

ギーの定義式を表 1 中に (1.1) から (12) と してまとめ
て示す。 水の浸透係数φ はm,, Mw , awを用いて表 1 中
の (1.1) で定義されている。 分母に現れる総和はすべて
のイ オンについて取っている。 (1.1) と して定義した浸
透係数を実用浸透係数と呼ぶこ と もある。 これ以外に, 
浸透係数の定義式と して (1.2) を用いるこ と もある。 分
母のブラケ ッ ト内の値は水のモル分率の逆数に相当する。 

水のモル分率を変数とする浸透係数を示性浸透係数と呼

ぶ。 実用浸透係数を使用する報告が一般的である (ルイ
ス他, 1971)。 (1.1) で定義されている浸透係数の定義式
より , 水の化学ポテンシャルを (2) のよう に浸透係数
と関連付けるこ とができる。 (2) の右辺中の R は気体定
数, Tは絶対温度で表した温度である。 
混合ギブスエネル ギ ー △GmiX は , イ オ ン z の化学ポテ

ンシャルｵ, と こ れらの標準状態における化学ポテ ンシヤ

ルｵ および水の化学ポテ ンシャルを用いて (3) と し て

表すこ とができる。 そして , イ オンの活量係数と質量モ
ル濃度および浸透係数を用いると (3) を (4.1) に変形
するこ とができる。 水溶液中での水の質量は1000g とは
限らないので , 右辺の最後の項に現れている nwMw が水

の質量

(モル) 
(g) に等 しいこ と を用いて , イ オ ンの物質量
によ って (4.2) のよう にも表すこ とができる。 
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表 2 多成分系混合電解質水溶液の部分
モル過剰ギブスエネルギー
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に依存しないで常に 1 と等しい水溶液を考える。 水の化
学ポテンシャルが組成変化に応じて Raoultの法則に従っ
て変化すると考えると , 水の活量は水のモル分率と等し
い。 そこで , (1.1) で示した関係式より水の浸透係数φ'd 
は (6) の右辺と等し く なる。 (6) の右辺を (7.1) のよう
に変形した後で自然対数を取っている項の分母と分子を

入れ替えて (7.2) のよう にする。 mwに比べて◆m, が十
分に小さい時には自然対数を展開して (8) を得るこ と
ができる。 (8) 中に現れている nは任意の自然数である。 

m,が 0 に近づ く と (言い換えれば, 水のモル分率が

表 1 多成分系混合電解質水溶液に関する浸透係数の
定義式と混合ギブスエネルギー, 理想、i容液に関する
浸透係数と混合ギブスエネルギー, 実在溶液の過剰
ギブスエネルギーの定義式 * 
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*表中の記号の意味については本文参照。 これ以降の

表について も同様。 

さ らに , 水の質量 (kg) を w と表し , △Gm'x を水の質

量を用いて表すと (5) になる。
さて , イオンの物質量 (モル) の総和が 0 に近づく と
の値は 1 に近づく 。 これは, 後で示す過剰ギブスエネ

ルギーの計算式を導く 時に必要となる。 水 1 kg中に mw 

モルの水が含まれていると表して , 水の活量係数が組成

1 に近づ く と ) , ブラケ ッ ト内の二次以上の項を無視す
るこ とができる。 したがって , (8) の右辺の値は 1 に近
づ く 。 水の活量係数も考慮に入れると しても水のモル分

率が 1 に近づけば, 水の活量係数はどのよう な電解質水
溶液であっても 1 に近づく 。 したがって, 標準状態では
浸透係数の値が 1 である。 イ オン 1 の質量モル濃度 m, 

が 0 に近づ く と , イ オン z の活量係数γ,の自然対数値
は 0 に近づく 。 以上より , m, → 0の時, φ → 1で
あり 1 - φ十 Inγ, → 0 である。
ここで , 同温 ・ 同圧条件下で任意の組成について浸透

係数が 1 であって, すべてのイ オンの活量係数も 1 になっ

ている仮想的な水溶液を考える。 この水溶液を理想溶液

と呼ぶ (Prausnitz et al., 1999, p 523)。 理想溶液を考え
る場合にはイ オンの質量モル濃度ではな く イ オンのモル

分率を考える方が適切であり , 浸透係数を表す式は示性
浸透係数と して定義されているものを使用するべきであ

る (Morel, 1979)。 しかしながら , 仮想的な溶液を考え
ているので , こ こでは実用浸透係数の定義式に基づいて
理想溶液を考えるこ とにする。 水溶液のギブスエネルギー

から理想溶液のギブスエネルギーを引いた値を過剰ギブ

スエネルギー GEと定義する。 標準状態におけるイ オン
と水の化学ポテンシャルの値は実在溶液であっても理想

溶液であっても同一である。 したがって , GEの値は水

溶液の混合ギブスエネルギーから理想溶液の混合ギブス
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エネルギー Gm'x, 'd を引いた値と等 し く なる。

φ とγ, の値を 1 とおいて求められる理想溶液の混合

ギブスエネルギーを (9) と して示す。 (5) と (9) を用い
て GEを与える式を (10) と して求めるこ とができる。 

(10) はFriedman (1960) が示した式と同一である。 なお, 
G-Eを水とイオンの物質量 (モル) を用いて表すと (11) 
を得るこ とができる。

Pitzer (1995, p 247) は実用浸透係数を用いて表した
過剰ギブスエネルギーを示性浸透係数を用いて表した過

剰ギブスエネルギーと区別して使用している。 そ して , 

(5) の右辺を , イ オンの濃度が決まれば一義的に決まる
量とそう ではない量とに分けて , 後者を (10) と して示
し た過剰ギブスエネルギー GEと定義した。 ・ m, → 0 
の時に過剰ギブスエネルギーが 0 に近づく よう にして , 

(5) の右辺を (12) のよう に変形した。 Pitzer (1995) が
(12) 中の右辺の第一項中の括孤内に 1 を挿入した理由
は , 標準状態で GE= 0 の関係式を成立させるためであ

ると説明できる。 このよう にして Pitzer (1995) は GE を

(12) の右辺の第一項と等しいとおいた。
部分モル過剰ギブスエネルギーを一GEと表し , 水ある

いはイ オン z に関する部分モル過剩ギブスエネルギーで
あるこ と を下付き文字 (水なら w, イ オンなら z) を付
けて表すと , 水とイ オン z の部分モル過剩ギブスエネル

ギーは表 2 中の (13) および (14) と して表すこ とがで
き る。 そ して , GEを部分モル過剰ギブスエネルギーを

用いて表 2 中の (15) と して表すこ とができる。 任意の

nwと n, の値で, (11) の右辺と (15) の右辺が常に等し
く なるためには表 2 中の関係式 (16) と関係式 (17) が
成立する必要がある。

ここで , 温度 ・ 圧力を一定にして (13) と (14) の右
辺を水の質量とイ オンの質量モル濃度で表すこ と を考え

る。 まず, 変数を物質量 (モル) から水の質量と質量モ
ル濃度に変換する操作を示す。 (13) の右辺は表 3 中の
(18) になり , (14) の右辺は表3 中の (19) になる。 (18) 
と (19) を利用して浸透係数やイ オンの活量係数を過剰
ギブスエネルギーと関連付ける式を表 3 中に (20) から

(23.2) として示す c 

(18) の右辺は (13) の左辺と等し く , (13) の左辺は
(16) の右辺と等しい。 したがって , (20) が成立する。 
そこで , 浸透係数を表す式を (21.1) あるいは (21.2) の
よう に求めることができる。 前者は水の物質量 (モル) 
で偏微分する場合であり後者は水の質量で偏微分する場

合の結果である。

(19) の右辺は (14) の左辺と等し く , (14) の左辺は
(17) の右辺と等しい。 したがって, 関係式 (22) が成立
する。 そこで , イ オン , の活量係数を表す式を (23.1) 
あるいは (23.2) のよう に求めるこ とができる。 前者は
水の物質量 ( モル) で偏微分する場合であり後者は水の

表 3 過剰ギブスエネルギーの変数を物質量 (モル)
から水の質量と質量モル濃度に変換する操作 , 過剩
ギブスエネルギーと浸透係数やイ オンの活量係数と
の関係
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質量で偏微分する場合の結果である。

2.2 Pitzer式
Pitzer (1973) は過剰ギブスエネルギー GEをデバイ ー 

ヒ ユツケル型の項を含む関数 f , 2 イ オン間相互作用λ,,, 
3 イ オン間相互作用τ,Jkを用いて表した (表 4 ) 。 Pitzer 
(1973) は 3 イ オン間相互作用をｵ,,k と表したが化学ポテ
ンシャルと紛らわしいので , こ こ ではτ,,kを用いて表すこ

とにする。 とτに付した下付き文字 ,, J, k はイ オンを
表している。 デバイ ー ヒ ユツケル型の項を含む関数 f 

を表 4 中の (24) で与えて , 過剰ギブスエネルギーを表
4 中の (25) と して求めるこ とができる。 (24) 中の
と I は , それぞれ , 浸透係数に関するデバイ ヒ ユツ

ケルのパラ メ ータ とイ オン強度である。 は純水の密

度と誘電率に依存するパラメ ータであり , Pitzer (1973) 
が与えた定義式を筆者が以前に示している ( 、i 江, 2011 , 
p. 134)。 そこで , の定義式を示すこ と を省略する。 

なお , (25) の右辺の第二項は 2 イ オン間相互作用の総
和を取っているこ と を示し , 第三項は 3 イ オン間相互作
用の総和を取っているこ と を示す。 

(25) の右辺で最初に現れる総和について検討する。 
イ オンの符号が間題と なるので , 陽イ オンであれば c あ
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るいは c', 陰イ オンであれば aあるいは a' と下付き文字

にして以下では記すこ とにする。 , と J がいずれも陽イ
オンである場合 , i と J の符号が異なる場合 , , と J がい
ずれも陰イ オ ンである場合に分ける。 さ らに , c と c'が

同一種である場合とそう ではない場合, a と a'が同一種
である場合と そう ではない場合に分ける。 c と c'を陽イ
オンの種類を表す通し番号とみな し , a と a'を陰イ オン

の種類を表す通し番号とみなすと , (25) の右辺におけ
る最初の総和を表 4 中の (26) のよう に表すこ とができ
る。 

i

表 4 多成分系混合電解質水溶液の過剰ギブスエネル
ギーをイ オン間相互作用によって表す式
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表 5 2 イ オン間相互作用を表す B と (;i,
の定義式 , 3 イオン間相互作用を表す
c と の定義式 , および電気的中性の
条件と z の定義式

+6 Σ memo,maτcc,a+ 6ΣΣΣ mcmama,τcaa, (27)
c c<c' a c a a<a' 

次に, (25) の右辺で 3 イオン間相互作用の総和を取っ
ている項を考える。 同符号の電荷を持つイオンの 3 体間
相互作用は無視できる (Pitzer, 1973) と考え , i, J, kが
同一種類のイオンを表す場合も総和を取る時に除外する。 

そして , z, J, k の符号で次のよう に場合分けする。
(A)同一種類の 2 つの陽イ オンと 1 つの陰イ オンの間で
の相互作用の総和。

(B)同一種類の 2 つの陰イ オンと 1 つの陽イ オンの間で
の相互作用の総和。

(c )種類が異なる 2 つの陽イ オンと 1 つの陰イ オンの間
での相互作用の総和。

(D)種類が異なる 2 つの陰イ オンと 1 つの陽イ オンの間

での相互作用の総和。

(A)から(D)の和を取ると表 4 中の (27) が成立する。 右
辺の第一項が(A), 第二項が(B), 第三項が(C), 第四項
が(D) に相当する。
ここで, Pitzer (1973) あるいはPitzer and Kim (1974) 
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c,c, (29) 

Za 

2lZa' 

ZC 

2lZa -

十3 

-
 

a'a' (30) 

aa (31) 

c,c, (32) 

Za 

2lZa' 

(34) 

a'a' (33) 

3zc, 3zc
cc'a = 6τcc'a -一τcca - 一τc'c'a (3 5 )

Zc Zc' 

caa' = 6 Zcaa' - 

6τcc'a = cc'a +

6τcaa' = caa' +

3lZa' 

Za 
1caa - 3lZa 

Za' 

C

一 C十a

τ
3し一 Z C 

3lZa' 

Za 
1caa 

ΣmcZc= Σma IZal (39) 
c a 

2Σmczc= Z (40)
C 

2Σmalzal = Z (41)
a 

十

' ca'a' (36) 

τc,c,a (3 7 ) 

3lZa 

Za'l 'ca'a' (38) 

が用いた 2 イ オン間相互作用を表すパラ メ ータ ( あ

いは ) の定義式と定義式から直接求めるこ とができる
関係式を表 5 中の (28) から (33) に示し , 3 イ オン間
相互作用を表すパラ メ ータ ( c あるいは ) の定義式と
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定義式から直接求めるこ とができる関係式を表 5 中の
(34) から (38) と して示す。 c と c'が同一種の陽イオン
であれば (29) より cc, は0になる。 同様に , a と a'が同

一種の陰イオンであれば (30) より ,a)aa, は 0 になる。 (28) 

から (30) を用いると異種 2 イ オン間相互作用 ca , cc, , 

aa' を , それぞれ, (31) から (33) のよう に表すこ とが
できる。 次に, 3 イ オン間相互作用について記す。 c と
c'が同一種の陽イ オンであれば (35) と して示した定義
式より cc,a は 0 になる。 同様に , a と a'が同一種の陰イ
オンであれば (36) と して示した定義式より caaは 0 に

なる。 (35) あるいは (36) を用いると異種 3 イオン間相
互作用 ' cc,a とτcaaを , それぞれ , (37) あるいは (38) のよ
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う に表すこ とができる。

さて , 水溶液は電気的中性であるので陽イ オンの質量
モル濃度に陽イ オンの電イ荷数をかけあわせたものの総和

は , 陰イ オンの質量モル濃度に陰イ オンの電イ荷数の絶対

値をかけあわせたものの総和と等し く なる。 したがって , 
表 5 中の (39) が成り立つ。 (39) の左辺の値あるいは右
辺の値を 2倍した値を (40) あるいは (41) のよう に z 

とおく (Pitzer, 1995)。
これより , (26) と (27) を B, 0 , C, を用いて表す

ために変形してい く 。 まず, 2 イ オン間相互作用に関す

る計算を表 6 中に (42.1) から (45) と して示す。 (26) 
に (31) から (33) で表した ca , λcc , aa を代入すると

(42.1) を得るこ とができ る。 さ らに , 整理すると (42.2) 
を得ることができる。 ここで , (42.2) に水溶液の電気的
中性条件 を適用す る。 任意の陽イ オ ン M を考え て

(42.2) の右辺中に現れる MMを求めると (43.1) となり , 
右辺を計算すると (43.2) と して示したよう に 0 と等し
く なる。 同様に, 任意の陰イ オン x を考えて (42.2) の
右辺中に現れる xxを求めると (44.1) となり , 右辺を計
算すると (44.2) と して示したよう に 0 と等 し く なる。 
したがって , (42.2) は (45) と して表すこ とができる。 
次に , 3 イ オン間相互作用に関する計算を行う 。 (27) 

の右辺 中のτcc,a と τ caa に (37) と (38) を代入すると表 7 
中の (46) が得られる。 (46) 中のτcca と τ caa と τ c,c a と τ ca a,は

二成分系に関する量である。 任意の陽イ オンM と任意
の陰イ オ ン X を考えてτMMXが現れる項をま と めると表

8中の (47.1) のよう になる。 (47.1) の右辺に現れてい
る括孤内の項をまとめると (47.2) と なる。 さ らに, (40) 
で定義した z を用いるこ とで (47.3) と して表すこ とが
でき る。 次に , τMxxが現れる項をま と める と表 9 中の

(48.1) のようになる。 (48.1) の右辺に現れている括孤内
の項をまとめると (48.2) と なる。 さ らに , (41) で定義
した z を用いるこ とで (48.3) と して表すこ とができる。 
以上の結果より , τMMXが現れる項とτMxxが現れる項の和

は (34) で定義した c を用いて表10中の (49) と して表
すこ とができる。 したがって, これまで示した結果をま
とめるこ とで (46) は表11 中の (50) と して表すこ とが
できる。 

多成分系混合電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーは, 

(25) の右辺に (45) と (50) を代入して, 表12中の (51) 
と して求めるこ とができる。 この式は, Pitzer (1979) 中

のEq. (65) であり , Pitzer (1995) 中のEq. (17-8) であ
る。 

表 6 (26) 中の 2 イオン間相互作用を B と (i ) を用いて表す計算式

1 rn:n , _ = m2 十2 m m , (1) ,十2一一 ' - i ' ー ー 一 … C - -CC 一ー 一 … C ' ' -C - CC 

1 J C C C< CI 

+Σm a+ 2ΣΣmama, 
a a a<a' 

Ia)aal 十
Za' 

2lZa 
aa 十

Za 

Z IC

2zc 

2lZa' 
a'a' 

cc +

-
 

(42.1) 

c,c, + 2 mcma「 ca
__lZal 

c a 2zc cc - 

= 2 mcma ca+ 2 ,memo, cc, + 2 j ,mama, aa, + m cc + j ,mcmc,( cc + j c,c,) 
- (-l l-c) 十Σ m aa 十 Σ Σ m ama, 一lZal 

a a a<a' lZal aa 十
lZa\ -lZa'l 

,) - ・l l mcm a a) (42.2) 

m MM + mM
M c,(-z )m e'-M

e<M(-z )me MM-(-l)-MM 

ru M

一一z M一一 mM ZM 十
M c,

m e'ZC')MM十一
M
M(c<

Σ
M

m CZC - ma 

= 0 (43.2) 

m xx十

mx

一

-一一 

mx x ,( 

1 -2 

Za' ma, xx 十mX
a jx( 

十XX 
/

、、、-
11
1
1
1
1

・

'
/ .
/.

a一Z,a 
m
,a

Σ

十

xl

一Z

一

X
 
m
 

= 0 (44.2) 

mx

一

-
 

Za 

lZal) MM (43.1) 

xXλX
 
m
C
 
m
 

) zc一- 
( Σ
c

一XXa 
m
 

)14
'

4(XX
 

、、、、、
・

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1/../

C
Z
C
 
mΣ
c

一 a
l

一Z

一

a一一X
Σ
v a 
( 

Σ ninJ, f =2 ΣmcmaBca+ 2 Σmemo, cc,+ 2 m am a、'a'aa, (45) 
1 , c a c c<c' a a<a' 

ZC 

2lZa 
aa) 
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表7 (27) 中で 3 イ オン間相互作用を表す項

i 江 靖 弘

1 r2 2n n n, T_ = m_ m_ T _ 十 m_m_ 
,r, _ 十 m_m_ ,m_ i / / _,_ 十

3- - -・ T J・ K K 一ー一… c… a cca , 一ー一・- c・- a caa , - - -・ ・ c… c ・- a r cc a , 

W 1 J k c a c a c c<c' a 

(+ΣΣΣ mcmama, caa, +
c a a<a' 

3lZa' 

Za 
1;caa 十

3lZa 

Za' 
τca'a' ) (46) 

し一Z C
 

τcca 十 

C

一 

し

) τc'c'a 

表 8 (46) 中で任意の陽イ オンM と任意の陰イオン x を考えてrMMxが
現れる項をまとめた結果

( ) (2 Zc' Zc 3mMmxτMMX十3mMmx Σ 一 me'τMMX十3mMmx -M<c' ZM c<M ZM 

=
 

3mMmx 
ZM 

3mMmx 
ZM 

(mM ZM 十
M c,

me'Zc'十
c<M

mcZc)τMMX (47 ' 1) 

( mczc)τMMX (47.2) 

= ZmMmx( 1MMX 
ZM ) (47.3) 

meτMMX 

表 9 (46) 中で任意の陽イオンM と任意の陰イオン x を考えてrMxxが
現れる項をまとめた結果

(23mMmx・Mxx十3mMmxΣ
X<a' 

=
 

3mMmx 

lzxl 

3mMmx 
ZX 

a

一 一z

一

X
 

ma,τMxx +3mMmx 
a<X 

(mxl Zxl + x a,ma'lZa'l +ajxmalZal) Mxx (48・1) 

(-)τMxx (48.2) 

3
= ZmMmx (一τ x

Xf) (48.3) 

7- a

一 一Z

一

X
 

maτMxx 

表10 (47.3) と (48.3) の和

τMMX τMXX 

ZM ZX )= ZmMmxCMx (49) 

表11 c と を用いて表した 3 イオン間相互作用を表す計算式

1 n n n, T_ = m_ m_ ( '_ + m_ m_ ,m_ l″_,_ + m_ m_ m_ ,ll / _ , (50、、
3 - - -, , 1- - j - -,c - りK 一ー一…c- , - a - ca ' - - 一 … c… c… a r l,;l,; a ' 一一 .‘一 - , -l,;… a - , -a r c a a 、、一 ー ノ

W 1 J k c a c c<c' a c a a<a' 

表12 過剰ギブスエネルギーを表す式

E G 
RTW = f +2( m cm a ca + ,m cm c, cc,)+2 l ,m am a, aa, +

十 Σ mcmama, caa, (51)
c a a<a' 

Σ Σ Zm cm aC ca + Σ m em o,m a cc,a 
c a c c<c' a 

46 
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2.3 浸透係数
四成分系以上の多成分系混合電解質水溶液に関する浸

透係数を以下に求める。 過剰ギブスエネルギーから浸透

係数を求める式を (21.2) と して求めた。 そして , 過剰
ギブスエネルギーを (51) と して与えたが, こ こではこ
の式の元となった (25) から導く こ とにする。 
浸透係数を.λ と ,;を用いて表す式を表13 中に (52) から

(55) と してまとめて示す。 (25) の両辺を RTw倍して得
られる GEを (21.2) の右辺に代入する。 そして, (21.2) 
の両辺を m,倍すると表13中の (52) になる。 偏微分の
際に一定にする変数が多いので温度 ・ 圧力が一定の条件

下で f やλ をイ オ ン強度 I によ っ て偏微分する操作 を
「 '」 を付けて表す。 前報 (社江, 2016) では 「 '」 を微分
記号と して用いていたが, こ こでは記号を改めている。 
λ,,を w で偏微分する式は (53.1) より (53.2) と して表す
こ とができる。 

(52) の右辺の第一項を f ' を用いて表すと前報 ( 、i 江 
2016) で誘導したように (54.1) の右辺の第一項になる。 
(54.1) の右辺中で入 を w で偏微分している部分に (53.2) 
を適用する と (54.2) を得るこ とができ る。 さ らに , 

(54.2) 中のn, やn,やnk を質量モル濃度に換算する と

(54.3) になる。 したがって, (54.3) の両辺を m,で割
るこ とによって浸透係数を (55) と して求めるこ とがで
きる。 

(55) をデバイ ヒ ユ ツケル型の関数 f , 異符号 2 イ
オン間相互作用を表す B , 3 イ オン間相互作用を表す
c , 同符号 2 イ オン間相互作用を表す , ,a) を f で偏微
分して得られる ' , 同符号で異種イ オンを含む 3 イ オ
ン間相互作用を表す および (40) あるいは (41) で定義
した z を用いて表すこ と を考える。 まず , (55) の右辺
で最初の括孤内の項は表14 中の (56) で定義する f を用
いて表すこ と ができ る。 (56) を変形する と表14中の
(57) になる。 なお , (24) より f oを与える式は表14中の
(58) である。
次に, (55) の右辺中のm,m,(λ,J十I入',,) の総和を次の 5 
つの場合に分けて考える。

(A) i と J の符号が異なる時。
(B) , と J が同種の陽イオンである時。
(C) , と J が種類の異なる陽イオンである時。
(D) , と J が同種の陰イオンである時。
(E) , と J が種類の異なる陰イ オンである時。
このよう に場合分けすると , 表15中の (59) を得るこ と
ができる。 

表13 浸透係数を f とλと ,;を用いて表す式

m
 
r , 

) ー

Σmi(φ一1) =( ff ' - f ) 

1 - -2 

1 
十一2W 

十[ 
=(fy '- f )十

十[ 
=(ff '- f )十Σ mfmJ( 十f )

t J 

十2ΣΣΣmzmJm 「 (54.3)
1 1 

φ一1 = 

十 

-[-
-[-

,/
,-

一

~ 
Σ fnJ
Z J 

1 
Σmj 

一

f l lJ
Z / 

w 

( 7)]-L1 mj 

Σ Z Jn 「
1 J k 

2 W 

=
 

3 W 

L (52) 

f λj1 
f 

I (53.2) 

) 
r 

(53 1) 

-)]
P, T,m j 

2ΣΣΣnfnJn 「
1 J k ](54.1) 

ΣΣninj(λり十Iλ ) 
1 .J 

2ΣΣΣnin jnkl ij'k
1 J k 

3 W 

2 W 

](54.2) 

[(f '- f )+ mfmJ( + f )
- 

2 mjm 'm 「
Z / 

Σmj 

(55) 
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表14 .fφ の定義式

i 江 靖 弘

表17 同符号 2 イ オン間相互作用を表す をイ オン強
度で偏微分した式

φf = 

I f '- f = 2]f (57) 

φf =- 
1/ 2 f 

(56) 

(58) 1/ 21十1.2I 

表15 (55) 中で 2 イオン間相互作用を表す項

ΣΣmimj ( り 十 Iλ ) = 2Σ mcma( ,;ica十 Iλ a ) 
1 1 c a 

+Σm (λcc+ Iλc ) + 2ΣΣmemo, (λcc, + Iλ c, )
c c c<c l 

+Σm (λaa+ Iλ;,a) + 2ΣΣmama,( ,;iaa, + Iλ a, ) (59)
a a a<a' 

c
,
C

-

一'c
,
C一一

'c・C 

'aa' = λ a' - Za' 

2lZa 

ZC ' -一λ l l

2z l 
C C

C 

a - Za 

2lZa' 

cc, + f c, = ( c, + f e, ) +

+-2Z
z ( c,c, + f ,c, ) (64) 

λaa' 

十

+ f a' =(a)aa' + f 'aa') +

Zal 
2lZa' 

(λa'a' + Iλ a' ) (65) 

(62) 

,a, (63) 

Z IC

2zc 

Za' 

( ,;ice+ f c ) 

2lZa 
( aa+ fλ a ) 

表16 異符号 2 イオン間相互作用を表す
の定義式

-ca - 
十 ( aa+ f a ) (60) ZC 

-

一2z c
 

( ';ice+ f c ) +( ca + f a) 

2lZa 

λca+ fλ'ca = Bt,a - 一( ,;ice+ fλ c ) 

--2 al
( aa+ f a ) (6' ) 

あわせる項を計算すると表19 中の (67.1) を得るこ とが
できる。 水溶液が電気的に中性であるので (67.2) と し
て示すよう に 0 と等しい。 同様に, (66.2) の右辺におい
て任意の陰イ オン x を考えてλxx十 I入' xx が現れる項を計

算すると表19中の (68.1) を得るこ とができる。 やはり , 
水溶液が電気的に中性であるので (68.2) と して示すよ

うに0 と等しい。 (67.2) と (68.2) の結果より (66.2) を
計算すると表20中の (69) になる。 
今度は, (55) の右辺中に現れる rn,mj mkl1,k の 総 和 を

の 5 つの場合に分けて考える。 
次

(A) 1 と J と k が同符号の時。 この時は, ,1,k= 0 とおい
ている。 

異符号 2 イ オン間相互作用を表す B を多成分系に適
用するために陽イ オンと陰イ オンの組み合わせを下付き

文字にして B に付ける。 まず, B の定義式を表16中の
(60) と して示す。 (60) より ca間相互作用と関連する項
を表16中の (61) のよう に B を用いて表すこ とができ

る。

同符号 2 イオン間相互作用を (29) あるいは (30) に
よって0を用いて表した。 表17 に0を I で偏微分した式 , 
偏微分式から直接求めるこ とができる関係式を示す。 温

度 ・ 圧力が一定の条件下で cc, とλ,aa, を I で偏微分したも
のを ' にイ オンの組み合わせを下付き文字と して付け
て (62) あるいは (63) と して表している。 cc'間相互作
用や aa'間相互作用と関連する項は (64) あるいは (65) 
のよう に と ' を用いて表すこ とができる。

(61), (64) および (65) を (59) に代入すると表18中
の (66.1) を得るこ とができる。 (66.1) の右辺を整理す
ると (66.2) を得るこ とができる。 ここで , (66.2) の右
辺において任意の陽イ オンM を考えて入MM十

_
Iλ' MMをかけ
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(B) 1 と J と k のう ちの 2 つが同種の陽イ オンで , 残
の 1 つは陰イ オンの時。 

り

(C) i と J と k のう ちの 2 つが種類の異なる陽イ オンで , 
残りの 1 つは陰イ オンの時。

(D) i と J と k のう ちの 2 つが同種の陰イ オンで , 残り
の 1 つは陽イ オンの時。 

(E) , と 1 と k のう ちの 2 つが種類の異なる陰イ オンで , 
残りの 1 つは陽イ オンの時。 
以上のよう に場合分け して , m,m, mkτリk の総和の 2 倍

を表すと表21中の (70) となる。 (70) の右辺に (37) と
(38) を代入して整理すると表21中の (71) のよう になる。 
(71) で を使用しているので , 右辺に残っているτは二
種類のイ オン間相互作用を表しているものだけが残る。

表22 に 3 イ オン間相互作用を表す C の定義式を(72) 
と して示し , これを用いてτが現れる項を計算した結果
を (73.1) から (75) と して示す。 なお , (72) 中で陽イ
オン c と陰イ オン aの組み合わせであるこ と を下付き文
字と して表している。

(71) の右辺において任意の陽イ オンM と陰イ オン x 



表18 (59) の変形

+2 Σmama, 
a a<a' 

+2 Σmama, 
a a<a' 

[ 
[ 

Za' 

2lZa 

Za 

2lZa' 

合電解質水溶液のPitzer式 ( その2 多成分系水溶液の過剰ギブスエネルギーと浸透係数

表19 (66.2) の右辺において任意の陽イ オンM を考
え て MM十 ' MM が現れる項 と任意の陰イ オ ン X を
考えて xx十 xx が現れる項をまとめる式

一

2z c
 

( cc + f c) - ZC 

2lza 
(λaa十 Iλ a 

+Σm (,;ice+ Iλc) + 2ΣΣmemo, ( cc, + 10 c, )
c c c< c' 

( cc + fλ c ) +

-
 ( c,c, + fλ ,c, )l 

十Σm (λaa十 Iλ a ) 十2Σ mama' ( aa' 十 I aa' )
a a a<a' 

( aa + f a ) 

( a'a' + fλ 'a' )] (66.1) 

= 2ΣΣmcmaBt,a+ 2ΣΣmemo, ( 0cc, + 10 c, )
c a c c<c' 

+2Σ Σ mama,( 0 aa, + 10 'aa, ) +Σm (λcc+ Iλc)
a a<a' c 

(λcc + Iλcc ) + ZC 

2lZa 
(λaa十Iλ1

aa ) 

) [m-(- l)mMma+
M ,(-z )mMm ,](-M) 

十
c<
Σ
M(-z )一 MM十一

=-MM( MM十f M )(m M ZM 十
M c,

me'ZC'十
c<
Σ

M
m CZC

--MM( MM十f M ) ma IZal (67・1 ) 

= 0 (67.2) 

mcmx + x ,(一にll)-l(一 x ) 

+[a jx(-llz ll)mxma](一 x ) 

=-l xXl(一一(mXIZXl十xla,m a'lZa'l十
a
jxmalZal) 

--l x
X
l
(λxx + f x ) mczc (68.1) 

= 0 (68.2) 

十2
alal

mamal[ 
十2 Σ mama, 

a a<a' [ 

[_Z C'+2ΣΣmeme, 
c c<c' 2zc 

Za' 

(λ,cc + fλ c ) + 

2lZa 

Za 

( aa + f a ) 

( a'a' + fλ 'a' )] (66.2) 2lZa' 

混

ΣΣmimJ(λ 十f ;J ) 
1 / 

= 2 mcma[ a - 

[_Z C'+2 Σmeme, 
c c<c' 2zc 

+Σm ( aa+ f a)
a 

- 2Σ mcma「一lZal 
c a L2zc -

 ( c,c, + fλ ,c, )l 
表20 2 イオン間相互作用を B と 0 と ,1)' を用いて表
す式

Σ mjmj (λjj 十 Iλ ) = 2ΣΣmcmaBta 
1 1 c a 

+2 Σmemo, (occ, + 10 c, ) + 2 Σmama,(oaa, + 10 a, ) (69)
c c<c' a a<a' 

を考えて , τMMXが現れる項とτMxxが現れる項をまとめる。 

(73.1) はτMMXが現れる項をまとめた結果である。 (73.1) 
の右辺に現れている括孤内の項をまと めると (73.2) と

なる。 さらに, (40) で定義した z を用いるこ とで (73.3) 
と して表すこ とができ る。 今度は , τMxxが現れる項をま

とめると (74.1) のよう になる。 (74.1) の右辺に現れて
いる括孤内の項をま とめると (74.2) と なる。 さ らに , 

(41) で定義した z を用いるこ とで (74.3) と して表すこ
とができる。

(73.3) と (74.3) の右辺の和を C によって表すと (75) 
になる。 したがって , (70) の右辺を表23中の (76) のよ
う に表すこ とができる。

(55) の右辺を (57), (69), (76) を用いて表24中の
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(77.1) のよう に表すこ とができる。 この式を整理すると
(77.2) になる。 (77.2) が混合電解質水溶液に関して浸透
係数を与え る式であ る。 こ の式は , Pitzer and K im 
(1974) 中のEq. (11) に相当し Pitzer (1979) 中のEq. (56) 
に相当する。 

3 . まとめ
多成分系電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーと浸透

係数を与え る Pitzer式 を導いた。 既に Pitzer and K im 
(1974), Pitzer (1979) あるいはPitzer (1995) が多成分系
に関する計算式を求めているが, 計算結果だけを示して
いるにすぎない。 本報告では, 計算式の誘導を詳し く行っ
た 0 



表21 
22ΣΣΣmimjmk1りk = 6ΣΣme ma◆cca

Z j k c a 

2+12ΣΣΣmemo,ma fee,a+ 6ΣΣmcmaτcaa 
c c<c' a c a 

+12ΣΣ mcmama,lcaa, (70)
c a a<a' 

2= 6Σ me m a◆cca 
c a 

+2 , mcmc,ma( cc,a+-C
rcca +

2+6ΣΣmcma caa 
c a

(十2ΣΣ Σ m cm am a, y caa, 十
c a a<a' 

3lZa' 

Za 
「caa 十

i 江 靖 弘

C

一 C
 

、、
l c'c'a

ノ

3lZa 

Za' 
・ca'a' (71) 

=
 

Cta =3 I Zc Za ll / 2 toea

Zc 

( )2 Zc'6mMmx・MMX十6mMmx Σ 一 me' MMX
M<c' ZM

( )Zc
十6mMmx - mclMMx 

cくM ZM 

= 6mMmX(m M ZM 十

M c
m c'Zc') 

(c<
Σ

M
m CZC) 

= 6mMmx( mczc) 
1MMX 

ZM 

十 caa -lZal 

「MMX 

(72) 

「MMX 
ZM 

ZM 

(55) 中の3 イオン間相互作用を表す式

1M XX +6mMmx( jxmalzal) ZX 

・MXX 

・MXX 
ZX 

ZX 

(74.3) 

(74.2) 

十3ZmMmx (一言) 
lzMzxl

1/2 

表23 c と を用いて表した 3 イ オン間相互
作用を表す計算式

2Σ
1 1 

mfmJ'm 「

= 2Σ Σmemo,may cc,a 
c c<c' a 

+2ΣΣΣmcmama,ycaa, + ZΣΣ
c a a<a' c a 

cφm cm a ca 

lzczal''2 
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表22 3 イ オン間相互作用を表す c の定義式およ
び任意の陽イオンM と任意の陰イ オンx を考えた
時にτMMXとτMxxが現れる項の計算

十6mMmx 

= 3ZmMmx( 
6mMm rMxx + 6mMmx x ,(一にll)ma,rMxx 

+6mMmx x
「一lZa

l marMxxしlzxlJ 

= 6mMmx(mxlzxl + x ,ma,lza,l) 

= 6mMmx(-) 
= 3 ZmM mx 

3ZmMmx 

(一言) 
(-「 M

MX) 

(73.1) 

・MMX 
ZM

) (73.3) 

(73.2) 

ZmMmXCφMX (75) 

(74.1) 

(76) 



=
 

十

十 

十 

十 

十 

混合電解質水溶液のPitzer式 ( その2 

表24 Pitzer式による浸透係数の計算式

多成分系水溶液の過剰ギブスエネルギーと浸透係数
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