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混合電解質水溶液のPitzer式 ( その 3 )
一多成分系電解質水溶液中のイオンの活量係数

Pitzer Equation for Aqueous Solution of M ixed Electrolytes (m ): Activity 
Coefficient of Ion in Multicomponent Electrolyte Solution 

、i 江 靖 弘* 
SHIBUE Yasuhiro 

Pitzer達(Pitzer and Kim, 1974, J. Am. Chem. Soc., 96, 5701 5707; Pitzer, 1979, Theory: ion interaction approach. In: 

Pytkowicz, R. M. (ed ) Activity Coef ficients in Electrolyte Solutions. CRC Press, Florida, 157 208) が示した混合電解質

水溶液中でのイオンの活量係数の計算式を導いた。 その際に計算式を求める過程を詳し く示した。 

キーワード : 多成分系電解質水溶液, イオンの活量係数

Key words : multicomponent aqueous electrolyte solution, activity coef ficient of ion 

1 . はじめに
Pitzer and Kim (1974) およびPitzer (1979) は Pitzer 

式を用いて混合電解質水溶液に関して過剰ギブスエネル

ギーと水の浸透係数と イ オ ンの活量係数を与え た。 

Pitzer達は最終的に求められた計算式を与えてはいるが, 
計算式を導いてはいない。 、 江 (2016a) は三成分系電
解質水溶液の過剰ギブスエネルギーと浸透係数を導いた。 

そ し て , 、t出i江 (2016b) は四成分系以上の多成分系電解
質水溶液の過剰ギブスエネルギーと浸透係数を導いた。 

本報告では多成分系電解質水溶液中でのイオンの活量係

数を導く 。 本報告で得られた結果は, Pitzer達が示した
結果と同じものになるので , 新しい理論式を提案するも
のではない。 むし ろ , 紙数の関係で Pitzer式を用いる論
文が省略してきた計算式が得られる過程を明示すること

を目的とする。

本報告の構成は次の通りである。 まず, 三成分系電解
質水溶液と四成分系以上の多成分系電解質水溶液の過剰

ギブスエネルギー GEを表す式を示す。 、程i江 (2016a, 
2016b) は, これらの水溶液の過剰ギブスエネルギーを
デバイ ー ヒ ユツケル型の項を含む関数 f , イ オン z とイ

オンJ の間の 2 イオン間相互作用λ, と関連付けられてい
る B と 0 , イ オン i とイ オンJ とイ オン kの間の 3 イ オ
ン間相互作用τy および 3 イ オン間相互作用と関連付け
られている c と ,1Jを用いて表した。 こ れらの計算式を導
く 過程で水溶液が電気的に中性である条件を適用してい

る。 後で記すが , こ れらの結果をそのまま用いると
Pitzer (1979, Eq 89) が求めた単独イオンの活量係数を
導く こ とができない。 単独イオンの活量係数を求めるた

めには, 水溶液が電気的に中性である条件を適用する前
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の段階で得られる GE の計算式を利用する必要がある。 
本報告では, 水溶液が電気的に中性である条件を適用す
る前の段階までで得られる GEを示す。 次に, 三成分系
電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーを与える式からイ

オンの活量係数を導く。 その後, 四成分系以上の多成分
系電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーからイ オンの活

量係数を導く。 なお, 計算式は本文中の該当箇所に挿入
するべきであるが, 印刷の都合で数式をひとまとめにし
て表にして示す。 

2 . 混合電解質水溶液の過剰ギブスエネルギー
水に電解質Q, と Q2 が溶解している三成分系電解質水
溶液をまず考える。 1 モルの電解質 Q , が完全電離して
電荷数が zMの陽イ オン M と電荷数が zxの陰イ オン x 
が生じるこ と を考える。 そして , 1 モルの電解質 Q 2が

完全電離して電荷数が zNの陽イオン N と電荷数が zYの
陰イ オン Y が生じるこ と を考える。 この時, 陽イ オン
と陰イ オンの質量モル濃度m を ruM, ruN, mx, mYと表
し , イ オンの活量係数γ をγM, γN, γx, γYと表す。 質量
モル濃度と活量係数に付した下付き文字はイ オンの種類

を表す。 四成分系以上の多成分系電解質水溶液を考える

時には , 水に電荷数が z, のイ オン i が溶解している水
溶液で考える。 この時, 水溶液中でのイオン iの質量モ
ル濃度をm,, 活量係数をγ, と表す。
まず, 三成分系電解質水溶液の過剰ギブスエネルギー
を示す。 、i 江 (2016a, 表13) 中の (57.2) が電気的中性
条件を適用する前の段階で得られた GEを表す式に相当
する。 この式を整理したものを表 1 中に (1) と して示
す。 左辺に現れている R, T, w はそれぞれ気体定数 , 
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表 1 三成分系電解質水溶液の過剰ギブスエネルギー* 

GE
RTw = f 十2(mMmxBMx十 mMmYBMY 十 mNmxBNx十 mNmYBNY ) 十2mMmN 十2mxmY

+( 十
ruN

ZN 

mx入xx 
l zxl 青)(mMZM 十m NZN - mXIZXl-mYIZYl)十 (mMZM十mNZN)τMMX 

+ (-+-) , + (mMzM+-・MMY+ (-+-)τMw

十 (mMZM十一τ 十 (-十 mYIZYl) N 十 (mMZM十一τ

十 ( mXIZXl 十 mYIZYl) 十 mMmNmX X十 mMmNmY 十 mMmXmY MXY十 mNmXmY Y (1) 

*水溶液が電気的に中性である条件を適用する前の段階での計算式。 江(2016a)中の(57.2)を整理した式。 

絶対温度, 水の質量 (単位は kg) である。 右辺に現れ
ている f, B, , は、程i江 (2016a, 表7 , 表9 , 表10) 
が定義式を示したものである。

四成分系以上の多成分系電解質水溶液の GE について

は, 社江 (2016b) 中に示されている式をい く つか組み
合わせる必要がある。 、i 江 (2016b, 表4 ) 中の (25) 
で過剰ギブスエネルギー GEが 2 イ オン間相互作用λy, 
3 イ オン間相互作用τyk および n,, n , nk で表したイ オン
,, J, kの物質量 (モル) と関連付けられている。 2 イ
オン間相互作用と関連付けている項が、i 江 (2016b, 表

6 ) 中の (42.2) で B と を用いて表されている。 さら

に , 3 イ オン間相互作用と関連付けている項が社江
(2016b, 表 7 ) 中の (46) で を用いて表されている。 

(42.2) と (46) を用いて表した過剰ギブスエネルギーを
本報告では表 2 中の (2) と して示す。 (2) 中で陽イオン
であれば c あるいは c', 陰イ オンであれば aあるいは a' 
を下付き文字と して付している。 右辺に現れている f , 
B, , は、i正Iii江 (2016b, 表4 と表5 ) が定義式を示し
たものである。 (2) をさらに整理するこ とができるので , 
このための計算式を次に示す。 

表 2 四成分系以上の多成分系電解質水溶液の過剰ギブスエネルギー* 

GE
= f + 2 mcma ca+ 2 mcmc, cc, + 2 j mama, m, + m cc+ mcmc, 

)
'a 

ta
z

。

a

十a 

Z ea

一
一Z -

 

(
,a 
m
 a 
mΣ
'

Σ
a

十a
λ
a

2
a
mΣ
a

十 - mcma a + 3 m maτcca + 3 m cm τcaa 

+
c , m cmc,m a( cc,a + cca + τc,c,a)+

a ,mcm am a, (2) 

ーΣΣmcma λcc 
c a Zc 

*水溶液が電気的に中性である条件を適用する前の段階での計算式。 江(2016b)中の(25)と(42.2)と(46)より求めた。 

(2) 中で c'が c より大きい条件下で総和を取って求め
るこ とができる値は, c'が c と等し く ない条件下で総和
を取って計算した値の1/2である。 同様に, a'が aより大
きい条件下で総和を取って求めることができる値は, a' 
が a と等し く ない条件下で総和を取って計算した値の
1/2である。 さ らに , 、i 江 (2016b, 表5 ) 中の (29) と
(30) より c'= cなら,a) cc,= 0 であり a'= aなら aa= 0であ
る。 したがって, (2) の右辺の第 3 項と第 4 項の和の計
算は, 表 3 中の (3) と して表すことができる。 (2)の右
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辺の第 6 項と第 9 項も c'が c と等し く ない条件下あるい
は a'が a と等し く ない条件下で総和を取って計算した値
の1/2になる。 さ らに , 第 5 項で総和を取るために求め
ている式は, 第 6 項で c' と cが等しいとおいて求められ
る式の1/2である。 第 8 項で総和を取るために求めてい
る式は, 第 9 項で a' と aが等しいとおいて求められる式
の1/2である。 したがって, (2) の右辺の第 5 項と第 6 項
の和を表 3 中の (4) と して表すことができ , (2) の右辺
の第 8 項と第 9 項の和を表 3 中の (5) と して表すこと
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ができる。 今度は, (2) の右辺の第13項を考える。 第 6 
項で考えたこ と と同じよう に, c'が c より大きい条件下
で総和を取って求めるこ とができる値は, c'が c と等し
く ない条件下で総和を取って計算した値の1/2 である。 
そして , 第11項で総和を取るために求めている式は, 第
13項で c' と cが等しいとおいて求められる式の1/2であ
る。 こ れは, c'が c と同一であれば cc.a= 0 (、i 江, 2016 
b, 表 5 ) であるこ とに基づいている。 したがって, (2) 
の右辺の第11項と第13項の和を表 3 中の (6) と して表
すことができる。 次に, (2) の右辺の第14項を考える。 
第 9 項で考えたこと と同じよう に, a'が aより大きい条
件下で総和を取って求めるこ とができる値は, a'が a と
等し く ない条件下で総和を取って計算した値の1/2であ
る。 そして, 第12項で総和を取るために求めている式は, 
第14項でa' と aが等しいとおいて求められる式の1/2であ
る。 これは, a'が a と同一であれば cm,= 0 (社江, 2016 
b, 表 5 ) であるこ とに基づいている。 したがって, (2) 
の右辺の第12項と第14項の和を表 3 中の (7) と して表

表 3 表 2 中の (2) を整理するための計算式

すことができる。

表 3中の (4) と (5) と (6) と (7) について, さらに
整理を行う。 (4) と (6) の右辺で用いている c'と cは全
ての陽イ オンについての総和を取るための記号である。 

cが i番目の陽イ オンを表し c'がJ 番日の陽イ オンを表
している時と cがJ 番日の陽イ オンを表し c'が i番目の
陽イ オンを表している時とでは計算値が同じ値になる。 

同様に, (5) と (7) の右辺で用いている a'と aは全ての
陰イ オンについての総和を取るための記号である。 aが

i番目の陰イ オンを表し a'がJ 番目の陰イ オンを表して
いる時と aがJ 番目の陰イ オンを表し a'が , 番日の陰イ
オンを表している時とでは計算値が同じ値になる。 した

がって, (4) の右辺は表 3 中の (8) の右辺と等し く , (5) 
の右辺は表 3 中の (9) の右辺と等しい。同様にして, (6) 
の右辺は表 3 中の (10) の右辺と等し く , (7) の右辺は
表 3 中の (11) の右辺と等しい。 表 3 中で示した計算式
を (2) に適用した結果を表 4 中の (12) と して示す。 

2Σ Σ memo,0cc, + 2Σ Σ mama,0aa, = ΣΣmemo, cc, + ΣΣmama, n, (3)
c c<c' a a<al c cl a a' 

Σmλcc+ΣΣmemo, 
c c c<cl 

Σm a十 ΣΣmama, 
a a a<al 

(4) 

(5) 

3ΣΣm ma'cca + Σ Σ Σmemo,ma 「 cc,a + 3ZC' 'cca + 
3 ZC 

'c,c,a
、 

= ' ΣΣΣmemo,ma 「 cc,a + 3 ZC'. 'cca + 
3 ZC 

'c,c,a
、 

(6)
c a c c<c' a Zc Zc' ) 2 c c' a Zc Zc' )

3ΣΣmom ,caa + ΣΣΣmcmama, 「 caa, + 
3 ZaL

τcaa + 
3 l Za ,

ca,a = 
1
ΣΣΣmcmama, 「 caa, + 

3 l Za.L
τcaa + τca,a,1 (7)

c a c a aくa' lzal lza,l J 2 c a a' lzal lza,l J 
=ΣΣmemo, Z°λcc (8)

c c' Zc 

m am a,( a + a,)= m am a, 一
mcmc,ma( cca + τcca + rcc,a)= mcmc,ma(' 

器m cm am a,「caa, + r caa + τca,a, = 器mcmam, 

(10) 

(11) 

3 . 三成分系電解質水溶液中でのイオンの活量係数
、i 江 (2016a, 表 6 ) は過剰ギブスエネルギーとイ オ
ンの活量係数γの間で成り立つ関係式を示している。 こ

の関係式に基づいて陽イオンの活量係数と陰イオンの活
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量係数を表す式を求めた後で , イオンの平均活量係数を
表す式を求める。 M でも N でもよいが, こ こでは陽イ
オンM の活量係数を求める。 そして , x でも Y でもよ
いが, ここでは陰イオン x の活量係数を求める。 



、i 江 靖 弘

表 4 四成分系以上の多成分系電解質水溶液の過剰ギブスエネルギー* 

G E zc, IZal IZa'l- = f +2ΣΣmcmaBca+ ΣΣmemo, cc, + ΣΣmama, n, + ΣΣmemo, 一λ,cc - ΣΣmcma一 λ,cc + ΣΣmama,-λaa R TW c a c c' a a' c c' zc c a zc a a' lzal 
- mcma + mcmc,ma 

1+ - ΣΣΣmcmama,
2 c a a' 

(12) 

*水溶液が電気的に中性である条件を適用する前の段階での計算式で , 表 2 中の(2) を表 3 で示した結果を用いて求
めるこ とができ る式。 

過剰ギブスエネルギーと陽イ オンM の活量係数の間
で成り立つ関係式を表 5 中の (13.1) と して示し , (1) 
を代入して (13.1) の右辺を計算する式を (13.2) と して
示す。 イ オン強度 I の ruMによる偏微分は, M の電荷数
の二乗の1/2 と等しいことを (13.2) に適用する。 そして, 
温度 ・ 圧力が一定の条件下で f やB や0やλを I で偏微分
する式を f ' や ' や ' や ' と表し , イオンの組み合わせ
を下付き文字と して付けて表す。 、t出i江 (2016a) は偏微
分を表す記号と して 「 '」 を用いているが, ここでは、1出i 
江 (2016b) に沿って偏微分を表す記号と して 「 '」 を用
いる。 (13.2) に zMや f ' や ' や ' や ' を利用して表すこ
とができる関係式を (13.3) と して示す。 さらに, 、t出i江
(2016a, 表14) 中で定義した z を適用する。 (1/2)zは陽
イ オンの質量モル濃度に電荷数をかけあわせたものの総

和と等し く , 陰イオンの質量モル濃度に電荷数の絶対値
をかけあわせたものの総和 と も等 しい。 z を用いて

(13.3) を整理した結果を (13.4) と して示す。 この時に, 
水溶液の電気的中性条件も適用して, 陽イオンの質量モ
ル濃度に電荷数をかけあわせたものの総和から陰イ オン

の質量モル濃度に電荷数の絶対値をかけあわせたものの

総和を引いた値が 0 になるこ と を (13.3) の右辺中での
計算に用いている。

( 13 .4 ) 中 に 現 れ て い るτMMX, ,Mxx , rM]MY, rMYY, τNNX, 

NNY を C Mx, CMY, CNx, C NY (、i 江, 2016a, 表14) を用い
て表す。 表 6 中の (14.1) から (14.3) と してτMMX, τMxx, 
τMMY, τMYY, ,fNNx, τNNY を含 む項 を ま と め た 結 果 を示 す 。 

ま と めた結果を見る と (14.3) 中でもτMMX, τMxx, τMMY, 

τMYY, τNNX, τNxx, τNNY, τNYY が残 っ て い る 。 こ れ ら の項 は , 

陰イ オン x の活量係数の計算式と組み合わせて , イ オ
ンの平均活量係数を求める時に消去される項である。 こ

れについて平均活量係数の計算式を示す時に触れる。

(13.4) に (14.3) を代入することで, 陽イオンM の活
量係数の計算式を求めることができる。 この結果を表 7 
中の (15.1) と して示す。 そして, (15.1) を質量モル濃
度の次数でまとめるこ とで (15.2) を得るこ とができる。
これまで示してきた陽イ オンM に関する操作と同様

の操作を施すこ とで陰イ オン x の活量係数を与える式
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を求めるこ とができる。 過剰ギブスエネルギーとイ オン

x の活量係数の間で成り立つ関係式を表 8 中の (16.1) 
と して示す。 イ オン強度 I のmxによる偏微分は, x の
電荷数の絶対値の二乗の1/2 と等しい。 そこで, (16.1) 
に (1) を代入して得られる結果に zxの絶対値や f ' や
B や (i,' やλ' を利用して (16.2) を得ることができる。 次
に, 陽イオンの質量モル濃度に電荷数をかけあわせたも
のの総和あるいは陰イ オンの質量モル濃度に電荷数の絶

対値をかけあわせたものの総和を z を用いて整理する。 
この時に, 陽イ オンの質量モル濃度に電荷数をかけあわ
せたものの総和から陰イ オンの質量モル濃度に電荷数の

絶対値をかけあわせたものの総和を引いた値が 0 になる
ことを (16.2) の右辺中での計算に用いる。 この計算結
果を (16.3) と して示す。

(16.3) 中 に現 れて い る rMMx, r ,,xx, τMw , τNNX, τNxx, rNYY 

を cMx, cMY , cNx, cNYを用いて表す。 表 9 中の (17.1) 
か ら (17.3) と し てτMMX, τMxx, τMYY, τNNX, τNxx, τNYY を含

む項をま と めた結果を示す。 ま と めた結果を見る と

( 17 .3 ) 中 で も ◆MMX, ,Mxx , τMMY, ,MYY, ◆一x , τNxx , ,NNY, 

τNYY が残 っている。 こ れらの項は , 陽イ オン M の活量

係数の計算式と組み合わせて, イオンの平均活量係数を
求める時に消去される項である。 これについては, 平均
活量係数の計算式を示す時に触れる。

(16.3) に (17.3) を代入することで, 陰イオン x の活
量係数の計算式を求めることができる。 この結果を表10 
中の (18.1) と して示す。 (18.1) を質量モル濃度の次数
でまとめるこ とで (18.2) を得るこ とができる。
これより , 陽イ オンM と陰イ オン x の活量係数を与

える式を用いてM と x の平均活量係数γ土, Mx を与 え る

式を求める。 平均活量係数の自然対数は表11 中の (19.1) 
と して表すこ とができる。 VMをvxで割った値は zxの絶
対値を zMで割った値と等しい。 この関係を利用すると , 
(19.2) を経て (19.3) のよう に変形していく こ とで Inγ+, 
Mx を zMと zxを用いて表すこ とができる。 (19.3) の右辺
に (15.2) と して与えた Inγ,Mと (18.2) と して与えた1nyx 
を代入して表12中の (20.1) を得ることができる。 陽イ
オンM と陰イオン x の活量係数の計算式に現れていた,; 
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表 5 陽イオンと してM と N, 陰イオンと して x と Y を含む水溶液中でのM の活量係数を求めるための計算過程* 

h M=[ 〔 )]_
mx mY

('3・')
=
( al ( al aBMx、 「 al aBMY

、、 「 al aBNx、l十2mx 十2mMmx l l十2mY 十2mMmYl l十2mNmx l lmM a ノ mM a ノ mM a ノ mM a ノ

十2mNmY
「 a a

十2mN 十2mMmN「 a 十2mxmY「 a
mM a mM a mM a

+[ + ( )+ ( )]( mMzM + mNzN一ーー一
[ ( )+ ( )] 

+ Mし +-
+3mx(mxlzxl +mY 

1 2 ,= 2 ZMf 十2 

十2mNmx 「1 
・ 

(mMZM十mNZN - mXIZXl -mYIZYl) 

十3mx (mMZM十 mNZN ) 「MMX 十 3mMmx 
ZM MMX 

N IZXl IZYl ZM ZM 

lzYl)青 +3mY(mMzM+ - + zMrM-mY(-+ mYlzYl)青
3mNmY zM 十 mNmx 十 十mNmY 十十mxmY (13.2) 

+L + し2
z J+ し2

z J一 し2
z J一 し2

z 'wJ」 ( mMzM +mNzN- mxlzxl 一一 ) 
+zM〔 + 一 一 )+3mx(mMzM+- + zM

十3mx(mxlzxl十mYlzYl)「M 十3mY(mMzM十mNzN) 「M 十zM 3mMmY「MMY十3mY(mxlzxl十mYlzYl) MW lZXl ZM ZM IZYl
3mNmxτNNX 3mNmYτNNY十ZM 十ZM 十mNmxy x十 十mNmYy 十 十mxmYyMxY (13・3)

ZN ZN

1 2 , 2 , 2 , 2 , 2 ,= 2 ZMf 十2mxBMx十 ZMmMmxB 十2 mYBMY十 ZMmMmYBMY十 ZMmNmxBNx十 ZMmNmYBINY 十2mN

(2 2 ruMλMM m λ 
十ZMmMmNO 十 ZMmxmY xY十 ZM- 十 '',N'・一

ZM ZN 青一 一 )+ mxz

3 「Mxx 3 「MMY 3mMmY「MMY 3 「MYY 十 - mXZ- 十 - mYZ- 十 ZM- 十 - mYZ-2 IZxl 2 ZM ZM 2 IZYl 
3mNmxτNNX 3mNmYτNNY十ZM 十ZM 十mNmxy x十十mNmYy 十十mxmYyMxY (13・4)

ZN ZN 

3mMmx◆MMX十 ZM-ZM 

* (13 .2) 中の偏微分式で一 定にする変数を省略している。 
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表 6 表 5 中の (13.4) を整理するための計算式

、i 江 靖 弘

3 m 「 +
3 m M2 XZ 2 YZ

3mxz MMX + zM 
2 ZM

3mNmx 1'NNX
十ZM-ZN 

3mMmx lMMx 
ZM 

十 

3mNmYtNNY十 ZM- = mxZ
ZN 

(十3z mMmX「M 十 ruMmY「MMY 十M
ZM ZM ZN 

十 ZM 3mMmYτMMY 
ZM 

十 
3m 「2 YZ

=mXZCMX十mYZCMY

+ zM[mMmx( +青)+ ruMmY( +青)+mNmx( +

+ zM[mMmx( 一青)+ ruMmY( 一 )+mNmx( 一

=mXZCMX十mYZCMY十ZM(mMmXCMX十mMmYCMY十mNmXCNX十mNmYCNY) 

+ zM「mMmx「 一 1+ ruMmY「 一 1+ mNmx「 一

十 
ruN r ) (14.1) 

(14.2) 

(14.3) 

表 7 陽イオンと してM と N, 陰イオンと して x と Y を含む水溶液中でのM の活量係数

1 2 2 2 2 2In M = 2 ZMf ' 十2mx 十 ZMmMmx 十2 mY MY十 ZMmMmY 十 ZMmNmx 十 ZMmNmY 十2mN

十z mMmN 十z mxmY 1xY十zM「ruMλMM 十ruNλNN - mXλXX 一一 十mxZCMx十mYZCMY
zM zN lzxl lzYl J

十ZM(mMmXCMX十 mMmYCMY十 mNmXCNX 十 mNmYCNY)

十
3

zM[mMmx 「iMM X - 十ruMmY 「 - τMYY
、 

十 mNmx 「 - fNXX
、、 
十mNmY 

( 1NNY - -2 zM lzxlJ し zM lzYIJ zN lzxl zN

十mNmXy X十 mNmYy 十 mXmYyMXY (15・1)

= z f ' +2[mx( Mx+ ZCMx) + mY( MY+ ZCMY)] + 2mN + mMmx( z -C )
十ruMmY( Z BMY十ZMCMY) 十 mNmx( Z B Nx 十ZMCNx十 y x) 十mNmY(Z B NY 十ZMCNY十 'MNY ) 
+mxmY(z xY + Y) + z mMmN-( + 一 一 )
+ zM[mMmx〔 一青)+ ruMmY( 一青)+ mNmx( 一青)+mNmY( 一 )] (15・2) 
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表 8 陽イオンと してM と N, 陰イオンと して x と Y を含む水溶液中での x の活量係数を求めるための計算過程

In X=[ ( )]_
ruM, ruN, mY

(16'')
= lzxl2f ' +2[mM-Mmx( lzxl2 )+ ruMmY( lzxl2 MY)+mN ]
+2mNmx( lzxl2 )+ 2mNmY( lzxl2 )+ 2[mMmN( lzxl2 )+mY-xmY( lzxl2 )]
+[ ( lzxl2λ )+ ( lzxl2 ) ] ( mMzM+ mNzN- mxlzxl 一ー
-[告+ ( lzxl2λ )+ ( lzxl2 'YY)]( mMzM + mNzN一ーーー
-lzxl( + 一 一 )+3mM(mMzM +mNzN) +3-zxl +一青
+ lzxl rM + lzxl + (mMzM +- + (-+-)m + lzxl N

十 lZxl 十mMmN x十mMmY Y十mNmY N (16・2)

= lzxl2 f ' 十2mxBMx十lzxl2 mMmxB 十lzxl2 mMmYB-mNBNx 十lzxl2 mNmxB Nx 十lzxl2 
mNmYB NY 

+lzxl2mMmN +2mY +lzxl2mxmY 一lzxl( + 一zMM Z 

3

一

m
2
 

-

一一zx 

+3mMz +lzxl 3mMmx +lzxl 3mMmY Mw + 3mNz + 
3mNz rm +lzxl 3mNmxrm2 IZxl IZxl IZYl 2 ZN 2 IZxl IZxl

+lZxl 3mN

「 + mMmN x + mMmY Y+ mNmY NxY (16・3) 
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表 9 表 8 中の (16.3) を整理するための計算式

=mMZ 

3mMz 「M + 3 mMz +lzxl 3mMmx「 +lzxl 3mMmY「 + 
3 

mNz 「一x + 3 mNz 「m 
2 ZM 2 IZxl IZxl IZYl 2 ZN 2 IZxl 
+lzxl 3mNmx N +l zxl 3mNmYr

lZXl IZYl 

+3lzxl(ruM

「 +
ruM

「 +
ruN

「 +
mNm

z「 ) (17.1)

=mMZCMX十mNZCNX

+ lzxl[mMmx(青+ )+ ruMmY(青+ )+mNmx(青+

+ lzxl[mMmx(青一 )+ ruMmY( 一 )+ mNmx(青一

=mMZCMX十mNZCNX十lZXl(mMmXCMX十mMmYCMY十mNmXCNX十mNmYCMX) 

+ lzxl「mMmx「 一 l+ ruMmY「 一 +mNmx「 一

(17.2) 

(17.3) 

表10 陽イオンと してM と N, 陰イオンと して x と Y を含む水溶液中での x の活量係数

hγx = lzxl2f '十2mMBMx十lzxl2mMmxB 十lzxl2mMmYB'MY十2mN」BNx 十lzxl2mNmxBNx 十lzxl2mNmYB'NY 

+lzxl2mMmN
_

mY-xl2mxmY-xl( + 一青 一 ) 
十mMZCMX十mNZCNX十lZXl(mMmXCMX十mMmYCMY十mNmXCNX十mNmYCNY)

+ lzxl[mMmx〔青一 )+ ruMmY〔青一 )+mNmx(青一 )+mNmY( 一 ) 
十mMmNy 十 mMmYy Y十 mNmYyNXY (18・1)

= lzxl2f '+2[ruM( + ZCMx)+ ruN( Nx + ZCNx)]+ 2mY Y+ mMmx(lzxl2-zxl CMx)
十ruMmY(lZxl2 B IM Y十lZxl CMY十 MxY)十mNmx(lZxl2BNx十lZxl CNx)十mNmY(lZxl2 B NY十lZx l CNY十y Nx Y) 
+mMmN(lzxl2 + )+lzxl2mxmY-xl( + 一青 一 ) 

2)1 8 

)] 一zN m Y
 

ru N十 十 

m Y十 

M
 

一

m

一 

3

一2十 
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表11 M と x の平均活量係数 土 , Mx の計算式* は打ち消し合って (20.1) には現れな く なっている。 
(20.1) を整理して (20.2) を得ることができる。 (20.2) 
がM と x の平均活量係数を与える式である。 (20.2) の
右辺の第一項に現れている f ' を f の定義式 ( 、t出i江, 2016 
a, 表 7 ) から求めたものを表12中に (21) と して示す。 
(21) に現れている Aoは浸透係数に関するデバイ ー ヒユツ
ケルのパラ メ ータである ( 、 江, 2016a)。

、 江 (2016a, 表15) が与えた水溶液の電気的中性条
件を考慮に入れた過剰ギブスエネルギーに基づいて陽イ

オンM と陰イオン x の活量係数を与える式を求めると , 
(15.2) と (18.2) 中に現れているλMM, λNN, λxx, λYYを含
む項が現れない。 ただし , これらの項は (20.1) で示し
たよう にM と x の平均活量係数を求める時には消失す
る。 

Il lγ±,Mx = VM Il lγM十 VX lnγx ( lg.1)
VM十 VX 、IM 十 、/X 

=-lZxl lnγM十ZMhγx 
ZM 十lZX 

(19.3) 

(19.2) 

* VMと vxは 1 モルの電解質Q1 が完全電離した時
に生じる陽イオン M と陰イオン X の物質量

(モル) を表す。 

表12 陽イオンと してM と N, 陰イオンと して x と Y を含む水溶液中でのM と x の平均活量係数γ土 , Mx 

n 1
1 ±, =- 

z lzxl + zMlzxl2 

(m_ m , R ' _ m_ m R '_ , m、, m , R '、_, m、, m R '、 _、 
z 十lz l 一M-A- f ' -M-Y - M Y ' -「 ~ - N ' - -Y- N Yノ
M l Xl

21 ZMZxl十一(mMmXCMX 十 mMmYCMY 十mNmXCNX 十 mNmYCNY )
ZM 十lZXl 

十 [(lZXl mNmX十ZMmMmN)-(lZXl mXmY十ZMmMmY) MXY] -lZXlmNmYy 十ZMmNmYy NXY 
ZM 十lZXl

1 2lzxl = 2lZM ZXl f ,十

十

z lzxl + zMlzxl2 

ZM 十lZX 

mYla llXY 

(mMmN0 十mxmY xY) (20・1) 

+ ZC + xY)] 

十lZMZxl(mMmxBIMx十mMmYB'MY十mNmxB 十mNmYB'NY)

+ (mMmxC + mMmYC + mNmxC + mNmYC )

+ (mMmN x + mMmY Y+ mNmY N ) + (mNmx x + mxmY MxY+ mNmY-
十lZMZxl(mMmN 十 mxmY ) (20・2) 

f ' = - 2Aφ [1十 ;l / 2 
十 

1.2 
In(1+1.211/2)] (21) 
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4 . 四成分系以上の多成分系電解質水溶液中での
イオンの活量係数
、t出i江 (2016b, 表 3 ) は過剰ギブスエネルギーとイオ
ンの活量係数の間で成り立つ関係式を示している。 任意

の陽イ オンと陰イ オンを考えて , これらの活量係数を表
す式を求めた後で, イオンの平均活量係数を表す式を求
める。 三成分系電解質水溶液について求めた結果と見比

べるこ とが容易なよう に , こ こ では任意の陽イ オンを
M, 任意の陰イオンを x と表す。
陽イ オンM の活量係数と過剰ギブスエネルギーの間
で成り立つ関係式を表13中の (22.1) と して示し , 過剰
ギブスエネルギーを表す (12) を代入して求められる計
算式を (22.2) と して示す。 イオン強度 I を ruMで偏微分
すると zMの二乗の1/2になるので , この結果を (22.2) 
に適用する。 さらに, 温度 ・ 圧力が一定の条件下で f や
や や を f で偏微分する式を f ' や ' や ' や ' と表し , 
イオンの組み合わせを下付き文字と して付けて表す。 ま

た, (22.2) の右辺の第 4 項と第 5 項の値はいずれもが任
意の陽イ オンを表している c と c'に関する総和を取って
いるこ と と , c と c'のいずれもが任意の陽イ オンを表す

場合には Mc,が OMと等し く なるこ と ( 、1出i江, 2016b, 表
5 ) を用いる。 この結果, 第 4項と第 5項を一つにまと
めるこ とができる。 まとめた後で , への下付き文字を

Me と付け替えておく 。 第16項と第17項でも , いずれも
が任意の陽イオンを表している c と c'に関する総和を取っ
ているこ と と , c と c'のいずれもが任意の陽イ オンを表
す場合には Mcaが cMa と等し く なるこ と (、i 江, 2016b, 
表 5 ) を用いる。 この結果, 第16項と第17項を一つにま
とめるこ とができる。 さ らに , 右辺中に現れている zM 
の中で分母に現れているものを除く すべての zMとすべ
てのλMMを総和の外に出してお く 。 このよう にすると , 
第 8 項と第11項が打ち消し合う ことがはっきりする。 つ
まり , 第 8 項で取っている総和は陽イオンの質量モル濃
度に陽イオンの電荷数をかけあわせたものの総和である。 

そして , 第11項で取っている総和は陰イ オンの質量モル
濃度に陰イオンの電荷数の絶対値をかけあわせたものの

総和である。 したがって, 第 8 項と第11項は打ち消し合
う。 以上のことを (22.2) に適用して求めた式を (22.3) 
と して示す。 

表13 多成分系電解質水溶液中での陽イオンM の活量係数を求めるための計算過程* 

'n M=L し J」 (22・')
' 「 ' ' mJ0 ・

=( )+ 2 ma Ma+ 2 mcma( )+ mc,°Me, + mc cM + memo,( ) 
+ΣΣmama,「 +Σ m e, -Zc1一λ,MM +Σmc ZMλcc+ΣΣmemo, 

a a, aruM a l c, zM c zc c c, 

- mcma ( )+ m am a, ( )- rna 

Zc' 

ZC 
( ) Σ m a

Za
一λ,MM 

a ZM 

Z
C

一一/
-
a 

m
a 

m
e
 

Σ
a 

Σ
c

一

zM

一a 

( ) 1
+

2 m c,m a Mc'a 

1 Zc' ZM 1 IZa'l+一ΣΣmcma cMa+ 3ΣΣme,ma- ・MMa+3ΣΣmcma- τcca + - ΣΣmama,yMaa, +3ΣΣmama,- τMaa (22・2)
2 c a c' a ZM c a Zc 2 a a' a a' IZal
1 2 , 2 , 1 2 , 1 2 , = - ZMf 十2ΣmaBMa十 ZMΣΣmcmaB ca十2ΣmcOMc十 -ZMΣΣmemo'al cc' 十 - ZMΣΣmama'0 aa' 十 ZMΣme CC
2 a c a c 2 c c' 2 a a' c zc 

1 2 Zc' , 1 2 IZal , 1 2 IZa'l , m aλaa +-ZMΣΣmemo, 一 λ cc- -ZMΣΣmcma一 λ cc + -ZMΣΣmama,一λ aa- ZMΣ一2 c c' zc 2 c a zc 2 a a' lzal a lzal 
1 2 Z , Z ' 1 1- - ZMΣΣmcma- C λ aa十 ΣΣm cm ay cMa十3ΣΣm e,m a - C τMMa十3 ZMΣΣm cm a CCa 十 - ΣΣmamalyMaa,
2 c a IZal c a c' a ZM c a Zc 2 a a' 

+3 mama, rMaa (22.3) 

* (22.2)中の偏微分式で一定にする変数を省略している。 
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(22.3) 中に現れている 'cとλmを含む項を z ( 、社ii江, 2016 
b, 表5 ) を用いて表すと表14中の (23.1) となり , (23.1) 
の右辺の値は (23.2) の通り 0 である。 次に, (22.3) 中
に現れているτを含む項を c ( 、i 江, 2016b, 表5 ) と z 
を用いて表すこと を考える。 表14中に (24.1) と してτを

表14 表13中の (22.3) を整理するための計算式

含む項をまとめた結果を示す。 (24.1) を (24.2) のよう
に変形した後で C を用いて表すと (24.3) のようになる。 
(24.3) 中には, rを含む項が残っている。 後で示すが, 
この項は陰イオンの活量係数の計算式と組み合わせて平

均活量係数の計算式を求める時に消える。 

1 2 Zc' , 1 2 IZal , 1 2 IZa'l , 1 2 Zc , -ZMΣΣmemo,一 λcc- -ZMΣΣmcma一 λcc + -ZMΣΣmama, 一λ aa- -ZMΣΣmcma一 λ aa 
2 c c' zc 2 c a zc 2 a a' lzal 2 c a lzal 
= z ( z)- z ( z)+ z 青( z)- z ( z) (23・') 
= 0 (23.2)

Zc' IZa'l τcca3ΣΣme,ma-1MMa十3ΣΣmama, 一τMaa十3ZMΣΣmcma-c' a ZM a a' IZal c a Zc 

= ma MMa 「 1 7 m a M aa 「 1 7 3 7_ m m 「 CCa 

= Z ma
2し + J+ zM mcma2し + J+

2 zM

= ZΣmaCMa十 zMΣΣmcmaCca十 
3 

zMΣΣmcma 「 「CCa - 「Cm (24.3)
a c a 2 c a しzc lzalJ 

cca _ lc 

Zc IZ 

(24.2) 

(24.1) 

(22.3) に (23.2) と して得られた結果と (24.3) と して
得られた結果を代入するこ とで表15中の (25.1) と して
陽イオンM の活量係数の計算式を求めるこ とができる。

表15 多成分系電解質水溶液中での陽イオンM の活量係数

この計算式を質量モル濃度の次数でま と めた結果を

(25.2) と して示す。 この式はPitzer (1979) 中のEq. (89) 
に相当する。 

1 2 , 2 , 1 2 , 1 2 , mλ
h M = f Mf + 2Σma Ma+ zMΣΣmcma ca+ 2ΣmcOMc+ f MΣΣmemo,0 cc,+ f MΣΣmama,0 aa,+ zMΣ

a c a c c c' a a' c c 

maλaa 1 3 〔「cca 「caa)-ZMΣ一 十ΣΣmcma cMa十一ΣΣmama,y Maa, 十ZΣmaCMa十ZMΣΣmcmaCca十一ZMΣΣmcma - - - (25・1)
a lzal c a 2 a a' a c a 2 c a zc lzal 

= z f '+2 ma( Ma+ ZCMa)+ 2 mcOMc+ mcma(z ca+ zMCca + cMa) + z mcm c, cc, 

十
1
ΣΣmama'(Z Om'十y Maa')十 ZM

2 a a' 
(25.2) 

これまで示してきた陽イオンM に関する操作と同様
の操作を施すこ とで陰イオン x の活量係数を与える式
を求めるこ とができる。 陰イ オン x の活量係数と過剰
ギブスエネルギーの間で成り立つ関係式 を表16 中の
(26.1) と して示し , 過剰ギブスエネルギーを表す (12) 
を代入して求められる計算式を (26.2) と して示す。 イ
オン強度 I をmxで偏微分すると zxの絶対値の二乗の1/2 
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になるので , この結果を (26.2) に適用する。 そして, 
f 'や 'や 'やλ' を表記と して用いる。 さらに, (26.2) 
の右辺の第 5 項と第 6 項の値はいずれもが任意の陰イオ
ンを表している a と a'に関する総和を取っているこ と と , 
a と a'のいずれもが任意の陰イ オンを表す場合には xa 
が と等し く なること (、 江, 2016b, 表5 ) を用いる。 
この結果, 第 5 項と第 6 項を一つにまとめることができ
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る。 まとめた後で , への下付き文字を ax と付け替え
ておく 。 第18項と第19項でも , いずれもが任意の陰イオ
ンを表している a と a'に関する総和を取っているこ とと , 
a と a'のいずれもが任意の陰イ オンを表す場合には cx a 

が c と等し く なること (、i 江, 2016b, 表5 ) を用いる。 
この結果, 第18項と第19項を一つにまとめるこ とができ
る。 さ らに , 右辺中に現れている絶対値の記号付きの
zxの中で分母に現れているものを除く すべての zx とす

べての を総和の外に出すと , 第11項と第14項が打ち

消し合う ことがはっきりする。 つまり , (26.2) の右辺の
第11項で取っている総和は陰イオンの質量モル濃度に陰
イ オンの電荷数の絶対値をかけあわせたものの総和であ

る。 そして, 第14項で取っている総和は陽イオンの質量
モル濃度に陽イ オンの電荷数をかけあわせたものの総和

である。 したがって, 第11項と第14項は打ち消し合う。 
以上の操作を施すこ とによって (26.3) を得るこ とがで
きる。 

表16 多成分系電解質水溶液中での陰イオン x の活量係数を求めるための計算過程

Inγx = (26.1)
r , , m,o . x) 

=( )+ 2 mc- mcma( )+ m em o,( )+ rna,
°xa, + rna°+ m am a,( ) 

+ memo, ( ) - mc cc - mcma ( )+ rna, λ + rna a 

+ mama, ( ) - mc λ - mcma ( )+ memo,- m cm c, rccx 

1 1 IZa'l+ - ΣΣmcma,ycxa,+ - ΣΣmcmaycax +3ΣΣmcma, 一τcxx +3ΣΣmcma
2 c a' 2 c a c a' lzxl c a 

(26.2) 

= lzxl2f '+2 mc ex +lzxl2 mcma ca+ l zxl2 m cm c, - rna + lzxl2 mama, m, 

+ lzxl2 m cmc, -xl 一 lzxl2 mcma 一xl者+ lzxl2 mam , λ'aa 

2 Zc , 1 Zc' IZa'l l mcma m+ 2 mcmc, cc + 3 memo, ccx + mcma c + 3 mcma, rc

+3lzxl mcma (26.3) 

* (26.2) 中の偏微分式で一 定にする変数を省略している。 

(26.3) 中に現れているλcとλaを含む項を z を用いて表

すと表17中の (27.1) となり , (27.1) の右辺の値は (27.2) 
の通り 0 である。 さ らに, (26.3) 中に現れているτを含
む項を c と z を用いて表すこ と を考える。 表17中に
(28.1) と してrを含む項をまとめた結果を示す。 (28.1) 
を (28.2) のよ う に変形 し た後で c を用いて表す と
(28.3) のよう になる。 (28.3) 中には, ,-を含む項が残っ
ている。 後で示すが, この項は陽イ オンの活量係数の計
算式と組み合わせて平均活量係数の計算式を求める時に

消える。 (26.3) に (27.2) と して得られた結果と (28.3) 
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と して得られた結果を代入するこ とで表18 中の (29.1) 
と して陰イ オン x の活量係数の計算式を求めるこ とが
できる。 この計算式を質量モル濃度の次数でまとめた結

果を (29.2) と して示す。
陽イオンM と陰イオン x の平均活量係数は, (19.3) 
の右辺に (25.2) と して与えた In;r Mと (29.2) と して与
えた Inγx を代入して表19中の (30.1) となる。 陽イオン
M と陰イオン x の活量係数の計算式に現れていた,1,は打
ち消し合って (30.1) には現れなく なっている。 (30.1) 
を整理して (30.2) を得るこ とができる。 (30.2) は, 
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表17 表16中の (26.3) を整理するための計算式

lzxl2 mcm , cc - lzxl2 mcma λcc + l zxl2 mam , aa- lzxl2 mcma

= lzxl2 ( z) - lzxl2 ( z)+ lzxl2 青( z) - lzxl2 ( z) (27・')
= 0 (27.2)

3 mcmc, rccx + 3 mcma, 一zxl mcma

= 3Σmcrccx「l z +3Σmerc 「l z + 3lzxlΣΣm。m「 + rcca +
3lzxlΣΣm.m「 _ rcca (28 1) 

= Z mc
2し +言J+lzxl mcma2し + J+ 2lzxl r 

= Z mcCcx +lzxl mcmaCca+ lzxl mcma( t ) (28.3) 

(28.2) 

表18 多成分系電解質水溶液中での陰イオン x の活量係数

Inγx= 1lzxl2 f '+2ΣmcBcx +lzxl2ΣΣmcmaBoa+ 1lzxl2ΣΣmemo,0 cc,+ 2Σma(P,jx + 1lzxl2ΣΣmama,,a)aa,
2 c c a 2 c c' a 2 a a' 

-lzxl 「 Σ me CC - Σma a + 1ΣΣmemo, cc + ΣΣmcma c + zΣmcCcx +lzxl ΣΣmcmaCca
しc zc a lzal J 2 c c' c a c c a 

+ lzxl mcma( 一 ) (29.1) 

= lzxl2 f '+2 mc( ex + zccx)+2 ma + mcma(lzxl2-zxl cca+ c )+ memo,(lzxl2 0 cc, + cc ) 
+ lzxl2 _一「「 t 、+ mcma「t、l (29.2) 

Pitzer and Kim (1974) 中の Eq. (15) に相当し , Pitzer 
(1979) 中のEq. (58) に相当する。 右辺の第一項に現れ
ている f ' の計算式は (21) と同一である。
最初に触れたが , 、 江 (2016b, 表12) が与えた水溶

液の電気的中性条件を考慮に入れた過剰ギブスエネルギー

を用いて陽イ オンM と陰イ オン x の活量係数を与える
式を求めると , (25.2) と (29.2) 中に現れているλ,cc とλm 

を含む項が現れない。 ただし , これらの項は (30.1) で
示すように M と x の平均活量係数を求める時には消失
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する。 

5 . まとめ
三成分系電解質水溶液と 四成分系以上の多成分系電解

質水溶液中でのイオンの活量係数を与える Pitzer式を導
いた。 既にPitzer and Kim (1974) やPitzer (1979) が多
成分系に関する計算式を求めているが, 計算結果だけを
示しているにすぎない。 本報告では, 計算式の誘導を詳
し く行った。 
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表19 陽イオンと してM , 陰イオンと して x を含む多成分系電解質水溶液中でのM と x の平均活量係数γ± , Mx 

n 1
1 ±, =- 

十

m
a

Σ
a 

(

-

十

m
e
Σ
c
 一

2
 

一 zM十 

十

z lzxl + zMlzxl2 

m m .0 1 . 

z lzxl + zMlzxl2 

ZM 十lZX 

z lzxl +zMlzxl2 

, 2ZMIZxlΣΣmcmaBca +一ΣΣmcmaCca 
c a ZM 十lZxl c a 

l zxl
:

mcmc, cc +- mama, Mm, 

2( zM+lzxl) 一C-C- CC 2( zM+lzxl) ~a-a- m 、ー ノ

= l-'+ [ rna(Ma+ ZCMa+ の )]+ [ mc( ex + ZCcx + oMc)] 
m m.o , , ( n l、

+lzMzxl mcma( ca + )+ ( m cm a c + mcm c, cc ) 
+ ( mcm a cM a + m am a, M aa,)+ l- m cm c,o cc, + l zMzx l mama,o m, (30・2) 
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